معارف 


| - تكامل دالة مستمرة 
[1. تعريف 
5 لاله بعرفة س عن محال د Bala,‏ تدان جن Ë‏ 
F‏ دالة أصلية للدالة f‏ على المجال .١‏ 
العدد F(b) - F(a)‏ يسمى التكامل من a‏ إلى b‏ للدالة .f‏ 
يرمز إليه بالرمز × (:)] f‏ و يقرأ التكامل من 8 إلى b‏ ل 0)/ تفاضل ×. 
و نکتب (۴)۵ - f° fe) dx= F(b)‏ 


ملاحظة : العدد × (») Jf" f‏ يتعلق بالدالة boa, f‏ فهو مستقل عن المتغير *. 
: ين عه هار f‏ دعةهام f feyax= f‏ . 
: 1 التقسين الهتدسي 
: المستوي منسوب إلى معلم متعامد ([,7: 0). (Z)‏ المنحنى الممثل للدالة f‏ في هذا المعلم. 
:.الدالة f‏ موجبة على المجال [a ;b]‏ 
: “العدد الحقيقي الموجب f° fü) dx‏ هو مساحة الحيز 4 (e)‏ 
: للمستوي المحدود بالمنحنى )€( و محور الفواصل 
و المستقيمين ذوي المعادلتين x=a‏ و ط-*. 
نکتب : (۴)۵ Í” fo) dx = F(b)-‏ =4 . 
:.الدالة [a ; b] jiaši ¿tek aba P‏ ° 
Í‏ العدد المقيقي J fe) dx‏ سالب و العدد الحقيقي 
ا موجب fo) dx‏ ” - هو مساحة الحيز 8 
للمستوي المحدود با منحنى (€) محور الفواصل 
و المستقيمين ذوي المعادلتين x=a‏ و .x=b‏ 
نكتب .B=-J° fe) ×= F(a) - Fb):‏ 
. إشارة الدالة f‏ تتغير على المجال B; b]‏ 
+ الدالة f‏ معرفة او مستمرة على المجال b]‏ . 


العدد الحقيقي dx‏ 001 "أ هو مساحة الحيز ٩‏ 
للمستوي المحدود بالمنحنى (Z)‏ و محور الفواصل 8 5 
والمستقيمين ذوي المعادلتين x=a‏ و x=b‏ 
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b 


J f00 dx = A, + A+ A, : في الشكل يظهر أن‎ 
= f" feo x) dx - J feo ax + f° f0) dx : 
يواض‎ |- 1]: 
خاصية الخطية للتكامل‎ : 


A= 


شفعية الدالة 


في الشكل bull‏ الدالة f‏ موجبة 
oil‏ 22 دعنه ونام Jf‏ 
( و إذا كانت f‏ سالبة فإن (e) (Á fe)dx=-29,‏ 


في الشكل المقابلء الدالة f‏ موجبة على [3 : 0] 

و سالبة على [0: ه]. إذن 0= ,۹ +,4-= عه f0‏ بر 
علاقة شال 

.| دالة معرفة و مستمرة على مجال‎ f 

٠من‏ أجل كل عدد a‏ من | ؛ J fe)dx=0‏ 

٠‏ من أجل كل أعداد 3 طاو من | ؛ J feo ax= f° f) ax + f f09 dx‏ (علاقة شال) 

نتيجة : من أجل كل عددين هوط من |؛ f fe) ax= - J f00 dx‏ 

( أو أيضا : fo dx‏ “ل - ax=‏ وماك“ ( 


مبرهنة (إيجابية التكامل) 
f‏ دالة معرفة و مستمرة على مجال b]‏ : 8]. 
٠‏ إذا كان من أجل كل عدد x‏ من [ط :ها 0< 60 فإن fe) dx>0‏ ”ل . 
مبرهنة 
g > f‏ دالتان معرفتان و مستمرتان على المجال b]‏ : 8]. 
٠‏ إذا كان من أجل كل عدد x‏ من Ja;bl‏ () و > 0)/ فإن ax‏ وم و“ < fe) dx‏ ”ل . 
مبرهنة (متباينة المتوسط) 
f‏ دالة معرفة و مستمرة على مجال b]‏ : 8]. 
٠.‏ إذا كان m‏ و NA‏ عددين حقيقيين حيث من أجل كل عدد x‏ من >f ):0 sM .[a; b]‏ ا 


.m(b-a) < ومام‎ dx s M(b -a) فإن‎ 


التفسير الهندسي نذا 
بفرض أن f‏ موجبة على I (Z) .]8 : b]‏ 
*يكون m(b-a)‏ هي مساحة المستطيل m‏ 


الذي بعداه b-a‏ و ". 
M(b -a)‏ هي مساحة المستطيل الذي بعداه b-a‏ و /4. ب = 
J fa) dx‏ هي مساحة الحيز المستوي المحدود بالمنحنى (€). | 
محور الفواصل و المستقيمين ذوي المعادلغين .x=b,x=a‏ 
القيمة المتوسطة لدالة 
f‏ دالة معرفة و مستمرة و موجبة على مجال b]‏ : 8]. 
تعريف 
القيمة المتوسطة للدالة f‏ على مجال [a : b]‏ هي العدد الحقيقي J fo) ax‏ لچ 
مبرهنة (حصر القيمة المتوسطة) 
إذا كان m‏ و M.‏ عددين حقيقيين حيث من أجل كل عدد x‏ من m<f(x) sM .[a; b]‏ 
فإن J fe) dx s M‏ ِل هم Š‏ 
lll‏ - التكاملات و الدوال الأصلية 
مبرهنة 
إذا كانت f‏ مستمرة على مجال | و |36 فإن الدالة © المعرفة على | كما يلي : 
J” f) dt‏ = ۴)۵ هي الدالة الأصلية الوحيدة للدالة f‏ التي تنعدم عند ه. 


1 المكاملة بالتجزئة 
إذا كانت u‏ و۷ دالتين قابلتين للاشتقاق على مجال ١‏ حيث الدالتان ut‏ و “1 مستمرتان على .١‏ 
فإن [u (Dv (O - J uv (g dr‏ دعل Jw (Dv(D‏ . 
هذه الطريقة لحساب fu (D v(D) dt‏ تسمى المكاملة بالتجزئة. 
“ساب مساعات مكدوة2 تمه š‏ 
f :‏ دالة مستمرة على مجال | ؛ ةوطعددانمن ا حيث .a<b‏ 
)6( المنحنى الميثل للدالة f‏ في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ).1 : 0). 
۸ مساحة الحيز المستوي المحدود بالمنحني )2( و محور الفواصل و المستقيمين 
: ذوي المعادلتين (E) | =b; x=a‏ 
: مبرهنة ; 
إذا كان من أجل كل عدد x‏ من المجال [ : 8] » 
0< وار f "F0 dx ili‏ =4 (وحدة المساحات) 
٠‏ إذا كان من أجل كل عدد × من المجال [ط Ja;‏ 
600 فإن í "feo ax‏ -= 4 (وحدة المساحات) 
:إذا كانكا 81971222729 
فإن 600/9 |" =4 (وحدة المساحات) 
ملاحظة : في الشكل المقابل, 
A=, + A, + A, I‏ 
A= f f0 ax- f f00 ax+ fO) dx‏ 
: حساب مساحة محدودة بمنحنيين 
asf‏ دالتان مستمرتان على المجال b sa:‏ عددان من | حيث a<b‏ 
)69( و )62( المنحنيان الممثلان للدالتين f‏ و g‏ على الترتيب في معلم متعامد ( (o; L,‏ للمستوي. 
: مبرهنة 
: 2 هي المساحة المحدودة با منحنيين (&) و )@( 
و المستقيمين ذوي المعادلتين x=a‏ وطح-«. 
إذا كان من أجل كل عددٍ q‏ 
فإن عه [660 - 09 J” [a‏ =4 (وحدة المساحات) . 


ملاحظة :۰ إذا كان 1>۳ = HZH‏ و cm‏ - إأراا 


فإن وحدة المساحات هي .1cm2‏ 
٠إذا‏ كان ll =2cm‏ و 3۳ -|71]| فإن وحدة المساحات هي .6cm°‏ 
فإن A = 5x6cm2= 30cm?‏ 
حساب حجوم : 
(O; i, j, Ü)‏ معلم متعامد من الفضاء.(&) جزء من الفضاء محدود بالمستويين ذوي المعادلتين ۵ = 45 : 
=b‏ 3 و V‏ حجمه. : 
š Gasp‏ 
t‏ ينتمي إلى المجال b]‏ : 3]. ليكن () > مساحة السطح الناتج عن تقاطع الجزء (&) مع المستوي ذي : 
المعادلة + = 5 أي المستوي العمودي على (og)‏ في ;0 P(0;‏ والموازي للمستوي L (ox)‏ 


ملاحظة : ٠‏ إذا كان المعلم متعامدا و متجانسا ”1 = || || > ||| = ال٣‏ ١ا‏ 
إن وحدة الحجوم هي lem?‏ ڪڪ ` 
. إذا كان المعلم متعامدا حيث 220 = || || : 
و 1cm‏ - اأأرااء 3cm‏ - 6 || 

فإن وحدة الحجوم هي .6cmš‏ 


حجم مجسم دوراني محوره هو محور الفواصل : 

(0:1,,6) معلم متعامد و متجانس من الفضاء. ليكن (2) المنحني الممثل لدالة f‏ المستمرة 
على مجال [a : b]‏ حيث ا > 3 في المستوي ذي المعادلة 0 = و (أي المستوي (/هده)). 
مبرهنة £ جع 


£ 


ملاحظة : بتطبيق المبرهنة السابقة و بملاحظة أن مساحة الحيز 
المستوي المحصل عليها بتقاطع الجزء (Ë)‏ مع المستوي ذي 
المعادلة . tela; b] .x=t‏ هي مساحة القرص الذي نصف 
قطره ٠ |٥۵|‏ إذن “[0) ]> = 5)9 


و بالتالي at‏ ضام ]ةل دم 


@ حساب تكامل دالة مستمرة 
° تمرين 
احسب التكاملات التالية : 
1 
 JÎ@x+5)d: ‘+ f aax‏ + علا +ع- 6 | 


£ 3 (Əsinx - 3sínx) dx 1 [sms dx i J cosx dx 


x 


.حساب التكامل dx‏ 3ا 
الدالة 3 f:xr—‏ ثابتة إذن f‏ معرفة و مستمرة على ۴. 
و بالتالي فهي مستمرة على المجال [4: 1-] . 
الدالة ع المعرفة على [1:4-] كما يلي : ×3 =(»)۴ هي دالة أصلية للدالة f‏ على [1;4. 
ينتج أن 15 = 3+ 12 =)1-( 3 - dx = F(4) - F(-1) = 3x4‏ 3 
إذن 5 J 3 x=‏ 
. حساب التكامل J x+ 5( dx‏ 
الدالة 4+5 جم :م معرفة و مستمرة على *1. فهي مستمرة على المجال [2 : 2-]. 
الدالة F‏ المعرفة على [2 : 2-] كما يلي : >5 + 2:2 = (») ۴ هي دالة أصلية للدالة f‏ على [2 ;2[ 
ينتج أن ((2-)5 + ”(2-)2) - (5×2 + )2(2( = J (4x + 5) dx = F(2) - F(-2)‏ ° 
0 = )10 - 8( - )10 + 8( = 
و بالتالي 20 = Z x+ 5) dx‏ 
.حساب التكامل ×ل (1 + × 01 
الدالة 1 +ع - 2 a tasata fix—‏ فهي مستمرة على المجال [1 : 0]. 
الدالة ۴ المعرفة على [1 : 0] كما يلي : »د 1-1 = F(x)‏ هي دالة أصلية للدالة f‏ على [1 : 0] 
أن ]0 + [3x0 - x0‏ ال )1( 1 = dx = F(1) - F(0)‏ (1 جع - [ee‏ 


EE 
3 


o + Š 
0 (2 - x + 1( و بالتالي 3 ده‎ 
Jj cosx dx حساب التكامل‎ ٠. 
.]0 ; a] معرفة و مستمرة على 8. فهي مستمرة على المجال‎ f: الدالة “«ومع جم‎ 
10 : a] على‎ f ()ع هي دالة أصلية للدالة‎ =sínx : كما يلي‎ ]0 ; a] المعرفة على‎ F الدالة‎ 


J cosx dx = F(t) - F(0) = sínx - sinO = 0 ينتج أن‎ 


و بالتالي 0 = ×ل عدم رل 


٠.‏ حساب التكامل dx‏ × اء 

الدالة f: xt sinx‏ معرفة و مستمرة على -R‏ فهي مستمرة على المجال x]‏ : 0]. 
الدالة ۴ المعرفة على z]‏ : 0[ كما يلي : F(x)=-cosx‏ هي دالة ¿Lal‏ للدالة f‏ على DD; z]‏ 
ينتج أن 0 = )1-( - 1 - = cos0)‏ -( - ووم = six dx = F(t) - F(0)‏ 


و بالعالي 0 = sm< dx‏ 
. حساب التكامل dx‏ (2511 مم ةر : 
الدالة 2512 - f: x—  3cosx‏ کر و مسر طن R‏ فهي مستمرة على المجال |3 : [3i2‏ 
الدالة ۴ المعرفة على او F;‏ كما يلي : F(x) = 3sínx + 2cosx‏ هي دالة أصلية للدالة f‏ 
7 . 76 
على [2: 2 ١‏ 
5 2 
ينتج أن )3 J (Əcosx - 2sinx) dx = F(2)-F‏ 
=|8sm2 + 2cos 3| [Bsn 2 + 2605 (- |‏ 
(3x1 + 2x0) - )3*)-1( + 2x0) = 3+3- 6‏ = 
و بالتالي 6 = 2sinx) de‏ - جومء3) ار 
: 2 
© استعمال خاصية الخطية لحساب تكامل 
تميق 1 
1 قق أن من أجل كل عدد x‏ من (8-31:1 t‏ سكب سك = بعد 


5 2 
f 2_7 × بسح٠2‎ 


حل 

et 5‏ م1 = _ (x-1)‏ ا 1 1 
.من أجل كل عدد x‏ من (1:1)-۴ ؛ 0-1-1 17+ x1‏ 
و بالتالي من أجل كل عدد × من )1 0 ا 7 


2٠حساب‏ التكامل ax‏ شي ير 

لتكن f‏ الدالة حيث كي fix‏ 

الدالة f‏ معرفة على R-C1;1)‏ ؛ و مستمرة على كل مجال محتوى في R--1;1)‏ 
إذن f‏ مستمرة على المجال [3: 2]. 

و بالتالي فهي تقبل على الأقل دالة أصلية على المجال [2:3]. 


| 4 * 1 1 3 ل 
لدينا dx‏ پگ ل ax‏ ليل = هك - جلج] يل =× وي يل 


(استعمال خاصية الخطية للتكامل) 7 - الحساب التكاملي 


طرائق 


الدالة F‏ المعرفة على [3: 2] كمايلي : (1 -<)ما = ()ع هي دالة أصلية للدالة ا وا× 


2-1 
على [2;3]. 
والدالة G‏ المعرفة على [3 : 2] كما يلي : (1 + )م = (:)© هي دالة أصلية للدالة x—>—‏ 
على ]3; 2]: 
u)‏ — 02 = 42-41 = (۴)2- )۴ ديه سلا 
f = dx=c(3)-c(2)=2t2-t3= kı‏ 
ê 2 :‏ 
ينتج أن 23د كلاد 2-4 x=‏ رج ا 
3 
: إذن اده جعي يل. 
: تمرين 2 
s 41.‏ 
f‏ دالة معرفة على [1) R-‏ ؛ كما يلي : 1 ور 
1 ثبت أن من أجل كل ae‏ حقيقي x‏ يختلف عن 1 Cq t‏ - 4-1 = سار 
واسيب دبك ن | 
s @= 4 3 š‏ 
: حل 
4 من أجل كل عددحقيقي يختلف عن 1 ؛ 1ك يملس -(1- 4 3 
=f)‏ 
و بالتالي من أجل كل عدد حقيقي x‏ يختلف عن 1 ؛ = -)1-(4= وار 
1 -4)2-1(7 4 
٠2‏ حساب z‏ يل : 


لدينا الدالة f‏ مستمرة على كل من المجالين ]1 : ©-[ و ]+ :1[. 
لأنها دالة ناطقة. و بالتالي الدالة f‏ مستمرة على المجال [4 : 2]. 
فهي تقبل دالة أصلية على المجال [4 : 2]. 

r _ rt 4-1-1 م ر‎ 1 
Jf feo dx = لبك‎ × = f e-0 لدينا عه وج‎ 

ده سل يل + (1 اه أل = 

الدالة ۴ المعرفة على ]4 : 2] كما يلي : ×4 - 22 = F (x)‏ هي دالة أصلية للدالة (1 -4)2 جاير 
على [4 : 2]. الدالة © المعرفة على [2:4] كما يلي : حلب = () © 
هي دالة أصلية للدالة لكت جرع على ]4 : 2]. 


J4 (e-1) dx = F(4)- F2) = 12-404 - ]2»22 - 4×2] = 16  نذإ‎ 


و - 0 -) )= ET 9 dx = G(4) - G(2)‏ حلت بر 
ينتج أن 4 = 16-2 = dx‏ > جلت یر + ج (1 ع 4 = J f) dx‏ 
l‏ 5كين اسلك “Tama‏ 


@ استعمال علاقة شال 
تمرين 1 
٠1‏ حسب كلا من التكاملين dx‏ (1 + 2( در و 6ك[(1+ )+ نايل 


2. استنتج حساب التكامل |x| ) + 1) dx‏ ا 


حل 
1 . لتكن f‏ الدالة ا معرفة على المجال [3 : 3-] كما يلي : (1 + *) |×| = 09 /ر 
على المجال [3 : 0] ؛ (1 +  )2‏ = )م ٠.‏ وعلى المجال [0: 3-] ؛ (1 + تم ×- د وم ل. : 
الدالة f‏ مستمرة على كل من المجالين [0 : 3-] و[0:3] . إذن تقبل على الأقل دالة أصلية على كل : 
من هذين المجالين. الدالة ۴ المعرفة على [3-: 0] كما يلي : × 0 1+4 = F(x)‏ 
عن سدس : 0]. و الدالة © المعرفة على O]‏ 8 كما يلي .+ 
م 4 G@)=-+‏ هي دالة أصلية f‏ على [0 : 3-]. 
ينتج أن 99 = (۴)0 - f x02 + 1( dx = F(3)‏ و 9 = [(1 + تنا اگ 
x = x (+1) dx + xe (ê + 1) dx = 99 + EF .2‏ (1 +( اا 
ي 38 =× (1 + 02 fal‏ . 
تمرين 2 ; 
احسب التكامل s, le"- 1| dx‏ 1 
حل 
لتكن f‏ الدالة المعرفة على [1:1-] كما يلي: |1 -»©|- (2)/ 
من أجل كل عدد »د من المجال ‏ [1:0-] ؛ (1-*©) - = 000 
ومن أجل كل عدد x‏ من المجال ‏ [1:]0:1-*0-6)// 
الدالة f‏ مستمرة على كل من المجالين [0: 1-] و [1 : 0]. إن تقل ال أصليةعلى الأ على كل + 
هذين المجالين. 


الدالة F‏ حيث × + »» - - ۴)١‏ هي دالة أصلية للدالة f‏ على [1:0-]. 7ب دكي لق 


طرائيق 


والدالة G‏ حيث © = ()© هي دالة أصلية للدالة f‏ على [1:0]. 
ينح أن > (1- هر + fa e-Alax= f, (e*-1) 4x‏ 
e - 2‏ + & = [(0)» - (1)ه] + F(-1)]‏ - (م)ع] = 

: إذن e-2‏ + 4 00 
: @ استعمال إيجابية التكامل 

1« اثبت أن 0 > J + 1 - six) dx‏ 
:| 32.2 من ذلك بحساب هذا التكامل. 
: حل 
5 1 .نعتبر الدالة f‏ المعرفة على المجال z]‏ ; 0[ كما يلي : × اء - 1 + × = (٭) /ر 
لدينا من أجل كل عدد x‏ من المجال [2: 0] ؛ 1 5 12د > 0. 
إذن من أجل كل عدد x‏ من المجال [2: 0] ؛ 5/8 - 1 > 0 
ينتج أن من أجل كل عدد x‏ من [5 : 0] ؛ 0 < x+1-sinx‏ 
بجا أن الدالة f‏ مستمرة على المجال [7: 0] فإنها تقبل على الأقل دالة أصلية على [:: 0]. 
و با أن من أجل كل عدد x‏ من [× ;0] ؛ 0 < × اء - 1 +× فإن 0 > f (+ 1 - six) dx‏ . 
2 التحقق من صحة هذه النتيجة حسابيا. 
لدينا الدالة F‏ المعرفة على [0:۸] كما يلي : »ذه + + × ج = ۴)0 هي دالة أصلية 
للدالة f‏ على [: 0]. 


f + 1 - sinx) dx = F(m) - F(0) = ( î + m + cosn) - ) معط‎ + 0 + cos 0) إذن‎ 


.1 
2 
إذن 2 + j‏ 1-1 جم 


4, 
2 
للد‎ (x + 1 - six) dx = j + 1-2 و بالتالي‎ 


وبما أن 0< 5-2 فإن 0< 2- + . ينتج أن 0 > J (+ 1 - six) dx‏ 


أي أن 0< × وس 1+« . 

ملاحظة : إذا تحقق الشرط 0 <()/ على المجال [ط : [a‏ فإنه يضمن إيجابية التكامل 

أي 0 < ×ل () J‏ و العكس غير صحيح G‏ أن يكون 0 < ×ل f ”)* + 1 - sm)‏ دون تحقق 
الشرط 0< 2)/ على كل المجال [ط ; 8]. 

لاحظ المثال المضاد: Jl. Í, (-x + 2( dx‏ 2 + ×- حم k‏ ليست دوما موجبة على [4 : 2-] 
و 6= ×4 (2 +× يل 


@ استعمال متباينة المتوسط 
تمرين 1 : 
ليكن التكامل ١‏ التالي : 7(06 


ج 


t 


t + 
ل (متباينة المتوسط).‎ )1- 4 )s f, 


و بالعالي (‡-1) چ >4( 7) 

أي أن ers}‏ = . و بالتالي + ١>‏ > ج. 
نمرين 2 

قوط عددان حقيقيان ينتميان إلى المجال ]3 : 0] حيث > 3. 


1 1 1 


— x É 
cosa ° cox > ووم‎ o: برهن أن من أجل كل عدد × ا‎ .1 
b- 
cosa 


b-a .|‏ 
٠‏ استنتج أن ووو 


حل 


1. بفرض > ×۵ ينتج أن cosa < cosx < cosb‏ لأن الدالة cos‏ متناقصة على المجال ]0:3 


i 1‏ 
و بالتالي من أجل كل عدد حقيقي x‏ من أجل 2 :0[ يي 


.c0s% > 0 و‎ cosb> 0 و‎ cosa > 0 ¿N 


1 1 1 5 7 5 E 
ofa f cox fb ينتج أن من أجل كل عدد حقيقي × من المجال |3 :0[ ؛‎ 
1 ا‎ 

2 بما أن من أجل كل عدد x‏ من المجال 5 8 cos°b‏ کک و 

۳ غبائنة التوسظ) 

bi Bê am w 

ای أن =— 8 

cosa ma], 5 cob 3 é 

لأن الدالة tanx‏ جرير مي للدالة = على المجال 3 ق 


8 
`a 


1 . : 
i= f,‏ برهن أن + > > 4 بدون حساب التكامل I‏ 10 


ENN u U u ن‎ Rasa 


طرائيق 


679 حساب القيمة المتوسطة لدالة 
2 نمرين 1 
f‏ هي الدالة المعرفة على المجال [ ج : 0 ] كما يلي : )38 -×3) cos‏ = (٭) f‏ 
احسب القيمة المتوسطة للدالة f‏ على المجال ]0:3[ 
جاه 
. الدالة f‏ مستمرة على المجال | ج : 0 تقبل على الأقل دالة أصلية على | ج 
f‏ . فهي 
الدالة ۴ المعرفة كما يلي : اماي [o n‏ 


القيمة المتوسطة للدالة f‏ على [& :0] هي ax‏ عق ١‏ 

f كمع‎ (3x- 7) ax = (2)ء‎ - F(0) = sin (3*3 - *) - sin) لينا‎ 
ng r 

إذن 2 a=‏ (3-2) ہک و بالتالي £2 - بره (5-×3) ہل لچ 


ينتج أن القيمة المتوسطة للدالة f‏ حيث )3 - cos (Əx‏ = وار على المجال [ ج :0] هي 22 . 
: @ استعمال المكاملة بالتجزئة 
: تمرين 
احسب التكاملات التالية باستعمال المكاملة بالتجزئة. 
J x hx dx 0 2-1 ' f (2x + 3( six dx :‏ ؛ 0 (حيث (x>1‏ 
j=:‏ 1 
. حساب التكامل J, (2x + 3) smx dx‏ 
نضع v(x)=2x+3‏ و (x)=síx‏ “ا. إذن 2= (x)‏ ۷ و u (x) = -cosx‏ (لأن الدالة v‏ قابلة 
للاشتقاق على [:: 0] و الدالة w‏ مستمرة على [5: 0]). 
و بالتالي J (2x+ 3) sinx dx = [-(2x + 3) cosx] - J (2 cosx) dx‏ 
dx = 2 + 6 +2 |‏ جوم" 2 + 2+6 = 
2x0 = 22+ 6‏ + 6 + 22 = 


f (2x + 3) smx dx = 2r +6 إذن‎ 
f'e- t)e'dt حساب التكامل‎ . 
قابلة للاشتقاق على [1 : 0] و الدالة ۷ مستمرة‎  ةلادلا‎ v (t) = ©“ 2 w (= 2-t نضع‎ 


J 2+ De" dr= [2- De]; - Ce) dr = C3e+2)+ f e dr ينتج أن‎ 
= e- 2 +I), = 26-3 

وبالتالي 22-3 -غل'©6 8 f'e-‏ 

Jx hx dx حساب التكامل‎ . 

نضع, u (x) = x‏ و عد = (x)‏ /. الدالة “لا ساعن e]‏ 

و الدالة v‏ قابلة للاشتقاق على [©:1]. إذن 1 = u (x)‏ و += (x)‏ ۷ 


53-65 - f xd a= S. fh xdx ينتج أن‎ 


J. xb. x dt 


f xx dt = e+ و بالتالي‎ 

. حساب التکامل لغ .x >1 < J‏ 

نضع 1= w(x)‏ و ht‏ = الذالة 4 مسعمرة على [*::1] 

والدالة v‏ قابلة للاشتقاق على [× : 1]. إذن - )لا و 1 > () ۷. 
5 5 و 2 š‏ 700 

J rar = [re], -J txt دعل‎ xhx- 1 dt و بالتالي‎ 

= x hx - [t= x hx - x + 1 
J عل ما‎ = xx - x + 1 ينتج أن‎ 


©6 تعيين الدالة الأصلية لدالة › تنعدم عند عدد حقيقي معلوم 


تمرين : 
f‏ هي الدالة المعرفة على ]+ : 10[ كما يلي : حم / = fe)‏ : 
عبن الدالة الأصلية للدالة f‏ التي تنعدم عند العدد 1. : 

حل 


الدالة f‏ معرفة و مستمرة على ]+ ; 0[. إذن f‏ تقبل على الأقل دالة أصلية على ]5+ : 10. 
الدالة الأصلية للدالة f‏ على ]+ :10 و التي تنعدم عند العدد 1 هي الدالة © المعرفة 

۴)0 = f VF. td : كما يلي‎ 

حساب التكامل f rrt‏ باستعمال المكاملة بالتجزئة. : 
نضع 5/ = () w‏ و ۴= (). الدالة w‏ مستمرة على ]5+ : 10 و الدالة v‏ قابلة للاشتقاق 
على ]+ : 0[. إذن rr‏ 2 - )ها وال - ©) 7 : 
ينتج أن علق 2 ساك fx‏ عع عل fF‏ - أ f Vt t= [e ta]‏ 


= x VR lx - f x + 4 


€, 


طرائق 


ينتج أن الدالة الأصلية f‏ التي تنعدم عند العدد 1 هي الدالة F‏ المعرفة على ]+ : 0[ 
كما يلي : ج + ×۷ × ج - × ۷۸ عدج = 9( 


: © حساب مساحة حيز من المستوي 


: تمرين 
 :‏ احسب المساحة 2 للحيز المستوي المحدود بالمنحنى (&) الممثل للدالة f‏ المعرفة كما يلي : | 


فنا لم 7 السو 2 = × و ۸= × حيث 62 < A‏ 


wi 
حل‎ : 
. ]82 :2.[ موجبة على المجال‎ f الدالة‎ : 
1 
a= كج‎ dx إذن المساحة هي العدد الموجب 7 حيث‎ 


بوضع 1 +*© = 1:)0. الدالة u‏ معرفة و قابلة للاشتقاق على المجال [3: 02] و © = w)‏ 
إذن f09‏ يكتب على الشكل : ا = ۶9 . 

]42 :۸[ هي الدالة ۴ المعرفة على المجال‎ ]:2 ; X] تقبل دالة أصلية على‎ f 

كما يلي : [():] f‏ = 0:)ع. أي من أجل كل عدد x‏ من او يونا" 
ينتج أن (1 + ”)۸ا 0X = F(A) - F(2) = t (e E‏ رحج د i = f‏ 


In2 


= hı (e + 1( - h3 = (ÊÊ 3 1 


و بالتالي )61( ده 


O:‏ حساب حجم حيز من الفضاء 


نمرين = 
الرسم التالي يشل المنحنى (©) للدالة f‏ المعرفة على [9 : 0] كما يلي : * - 79 fo)=‏ 
1 . احسب بالسنتيمتر المربع مساحة الحيز 7 للمستوي الملون. 
2. الفضاء منسوب إلى معلم متعامد (6, ر :0) 
عندما يدور المنحنى (€) حول محور الفواصل؛ يولد مجسما S,‏ حجمه V,‏ 
و عندما يدور حول محور التراتيب يولد مجسما ا 
. احسب الحجم V,‏ حيث tem‏ = ا = ااا و و4 T=‏ 
. احسب الحجم V,‏ حيث 1= ااا و ereke‏ 


عسات مساحة الي 4 


الحيز 7 هو الجزء المحدود بالمنحنى (22) و بمحور الفواصل و المستقيمين ذوي المعادلعين 0 x=‏ و 9 = ×. 
و با أن الدالة f‏ موجبة على المجال [0:9] فإن A= f0 dx‏ . 

Jf ax حساب‎ 

لدينا من أجل كل عدد x‏ من المجال ]0;9[ ؛ 03د 9) = f)‏ 

الدالة F‏ حيث 7( 9) 2- = (») ۴ هي دالة أصلية للدالة f‏ على المجال [0:9] 

A= fe) ax = F(9)- F(0) - - 2 )9 -9(/9- 8+ 2 9-0(7/9-06 =18 و بالتالي‎ 
(وحدةالمساحات).‎ 4= 8 iz) 

وحدة المساحات هي ”> ل ينتج أن .A = 6cm2‏ 
2 ساب اللتجم. ۷ 

9 e 
= S (t) dt لدينا‎ 


9 


[r 9-1 2‏ دنه قال = 


وحدة الحجوم هي ”> g‏ 1 


.V,= 42,412 cm I 2 a و بالتالي‎ 
1 ي‎ 2 


حساب الحجم V,‏ , 
لدينا v= °8 ) dr‏ 
=f r at= [er 0)‏ 
7 = 93 = 
وحدة الحجوم هي ”> r:‏ 
إذن ص 37 = cm‏ 2441 % 
و بالتالي “وي 29,609 ديلا. 


تمارين و حلول نموذجية 


تمرين 1 
f‏ هي الدالة المعرفة على 1 كما يلي : I| + e*‏ ا + × = fo)‏ و (:2) المنحنى الممثل للدالة 
في المسنوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس ;T, T)‏ 0). (الوحدة (Im‏ 
1. ادرس تغيرات الدالة f‏ . 
2 . ادرس الفروع اللانهائية للمنحنى (/6©). 
3. أثبت أن المعادلة 0 = f(x)‏ تقبل حلين مختلفين X,‏ و x,‏ حيث >>> 4 - و }< <x‏ 
4. عين معادلة المماس (A)‏ للمنحنى )€( عند النقطة ۸ فاصلتها 1. 
5. ارسم (©). 
6() هو المستقيم ذو المعادلة × = و ۸ عدد حقيقي أكبر قاما من 1. 
احسب المساحة (۸) للحيز المستوي المحدود با منحنى (:©)؛ و المستقيم (D)‏ المستقيمين ذوي 
المعادلتين 1 x=‏ و2 -<. 
احسب fim AQ)‏ يعطي 52-9 + 1,65= e?‏ . 


:حل 


1. دراسة تغيرات الدالة f‏ . 

f .‏ معرفة على ]+ : 0]010 : -[. (أي على *5). 

f .‏ قابلة للاشتقاق على كل من المجالين ]0 : ]-o‏ و ]+ 0[ 

و من أجل كل عدد × يختلف عن 0 ؛ *00-1+1-6// 

. دراسة إشارة ()'/ على كل من المجالين ]0 : 5-[ و ]5+ : 10. 

إذا كان 0 >< فإن 0 < ×- و بالتالي 1 .e*>‏ 

ا أن 1 > 1+1 فإن 0>*- 1+1 أي على المجال ]0[ + 0< f(x)‏ 
و بالتالي الدالة f‏ متناقصة GU‏ على المجال ]0 Je;‏ 

إذا كان 0<× فإن 0 > ×- و بالتالي .e€*<1‏ 

ما أن 1< 1+1 فإن 6*<0- 1+1 أي 0 < ()'م على المجال ]5+ : 10 
و بالتالي الدالة f‏ متنزايدة على المجال ]*+ ;0[. 

f f وم‎ - e if وه - ون‎ lim f وم‎ =" < 

م = 0 و «+ = لإ fm‏ و +o‏ - مع fm‏ . إذن توجد حالة عدم التعيين. 
لدينا من أجل 0 > e).‏ + لتعلط + 1) × = f (=× +) + e‏ 


. [im ÉS qes a fim وبالتالي 0~ قلط‎ -x—> + فإن‎ x—>- عندما‎ 


f 


1 


4 


. 


m f برق أي + د۵ا‎ | a + يسع أن =+ =( + لط‎ 
fim e*"=0 , fm ü, x= +0 3 fim x= + لدينا‎ x < 0 من أجل‎ 
. fm f (x) = +0 بالتالي‎ . fim, (x + عدم‎ + e *)= +0 إذن‎ 
جدول التغيرات‎ . 


2. م = (») fim f‏ إذن المستقيم ذو المعادلة 0 = × (أي محور التراتيب) 

مستقيم مقارب للمنحنى (7©). 

=( + تلط + 1) وم = (m O)‏ إذن المنحنى )6( يقبل فرح قطع مكافئ منحاء 
محور التراتيب. فيل üm‏ , + د [د- 09 ñm [f‏ 

إذن المنحنى )6( يقبل فرع قطع مكافئ منحاه المستقيم ذو المعادلة .y= x‏ 

تحديد الوضع النسبي للمنحنى (2) و المستقيم ذي المعادلة x‏ = لإ بجوار +. 

لدينا من أجل كل عدد x‏ أکبر تماما من 1 ٠*< 0 í‏ + × أي 0 <+*<- 00 

و بالتالي )€( يقع فوق المستقيم ذي المعادلة y= x‏ على المجال ]+ ;1[. 

3. الدالة f‏ معرفة و مسنتمرة و متزايدة ماما على المجال [ ج :] و 0> )12.1 
إذن المعادلة تقبل حلا وحيدا × حيث ل > ×> ج. 

f(2)= 0.413)‏ و 0,357-=()؟ (إستعمال حاسبة)) 

و بالتالي (:2) يقطع محور الفواصل في النقطة فاصلتها ,× حيث < .1<x‏ 

لدينا كذلك maq‏ ديدم على المجال ]1- :2 

f) 3(6‏ و 8 ع (-)/. (باستعمال حاسبة) 

و 60> )ر. 0ر. إذن المعادلة 0 = f G)‏ تقبل حلا وحيدا x‏ حيث 1-< ي)د > -. 
ينتج أن المنحنى (:©) يقطع محور الفواصل في نقطة فاصلتها يد حيث 4-< يد > - 

4. معادلة المماس (A)‏ عند النقطة A‏ التي فاصلتها 1. 

I .fr0)=2-4 ؛‎ fü)=1+2 لدينا‎ 


معادلة لها عي a s a. shd‏ :نسب سس ]81 


2)0( حساب‎ .6 
.(e*>0 و‎ ñx>0 j) f) - >0 ;1]؛‎ +e] على المجال‎ 
A= f [feo [د-‎ dx= (x + e”) dx إذن‎ 
A A Á 2 
= f hx dx + f “dx = [x x - x]; + | es], 
5 ۳ PR 1 1 1 
ل ا ل‎ L 1+ L] 


A 0) = (A1 -A.-e*+ 1 + 1) cm? إذن‎ 


. f A0) .حاب‎ 
° La gj 
fn A0) = fm [a -1 - < + L+ 1| + 
- fim A 0( = + 


تمرين 2 
و هي الدالة المعرفة ب = (x) = =N‏ 8. 
() المنحنى الممثل للدالة 8 في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس ,5 O;‏ 
1. عبن مجموعة التعريف D‏ للدالة 8. 
2 ثبت أن من أجل كل عدد حقيقي X‏ من (x) = x+2+ 5 ` D‏ 8. 
3 .درس تغيرات الدالة 8. 
٠4‏ ادرس الفروع اللانهائية و المستقيمات المقاربة للمنحى (©). 
. حدد الوضع النسبي للمنحنى )€( و المستقيم المقارب المائل (4). 
٠ارسم‏ المنحنى )€( في المعلم السابق. 
6 عدد حقيقي أكبر قاما من 4. 
. احسب المساحة (3) 5 للحيز المستوي المحدود با منحنى (2) المستقيم المقارب (A)‏ 
والمستقيمين ذوي المعادلتين 2-4 و .x=a‏ 
ما هي نهاية هذه المساحة لما يؤول a‏ إلى +o‏ $ 


m 


. 


. حل‎ 
ده‎ R-{1} =Fe; 1]0[1: +]. 1 


3 1 _(x+2)(x-1)+3(x-1)+1 


1 x+2 
; Pe s A o= ° (x- 1 


t 1 يختلف عن‎ x من أجل كل عدد‎ ٠2 


اق 
و بالتالي من أجل كل عدد حقيقي × من © ؛ ا + 2 ++ - ))4 
fmgo)=— 3‏ + += ناويا 

lim g(x) =+ + fim g(x) = +=‏ 
الدالة ى قابلة للإشتقاق على كل من المجالين ]+ ;1[ و Fe;4[‏ 
و من أجل كل عدد حقيقي × من t D‏ ا 
إشارة 00'ى على )0 R-‏ ملخصة 


في الجدول التالي 


+ - + + 8 
7 -الحساب التكاملي 


.)©( مستقيم مقارب للمنحنى‎ x= 1 إذن المستقيم ذو المعادلة‎ fmag()= += ٠4 
؛ + تج عزتههم- فاه‎ D من أجل كل عدد حقيقي × من‎ 

. fim |g (2) - (x + 2)] = 0 و‎ fim ] وى‎ - (x + 2)] = 0 لدينا‎ 

بالتالي المستقيم (A)‏ ذوالمعادلة 2 + ×= لإ مستقيم مقارب للمنحنى (6). 

لدينا من أجل كل عدد حقيقي + من D‏ ؛ كحم = دجم - رماو 

إشارة العبارة g(x)-(x+2)‏ و الوضع 


النسبي للمنحنى (€) والمستقيم (A)‏ 
ملخصة في الجدول المقابل 


Q + |‏ —- | > +ع مم 


3< ىلت نحت (۵) 
يقطع () الوضع النسبي 


 .)&( رسم المنحنى‎ ٠5 


.S(a) المساحة‎ باسح٠6‎ 
.]4 ; +] على المجال‎ g (x) - )*+ 2( <0 üJ 


.S(a)= f [a (x) - (x + 2)] dx إذن‎ 
- [a `] = 30 )-1(- أ[ ملح‎ 
0 
بلج (لجقاطة رمه‎ +4 a 
. fim S(a)= +e oj fm - = +2 و‎ fm لدينا صم = (كجة)]3‎ 
مسألة‎ 
الجزء الأول‎ 


و هي الدالة المعرفة على R‏ كما يلي : 22-7 + 4(x) = 2e"‏ 

٠ 1‏ عين نهايتي g‏ عند - و عند ه+. 

٠2‏ ادرس اتجاه تغير الدالة 8 و انج جدول تغيراتها. 

3. بين أن المعادلة 0= (:)و تقبل حلا وحيدا » حيث 1 > »> 1. 

4٠درس‏ إشارة g‏ على 8. 

الجزء الثاني 

fo) = )2*- 5()4 - ٠ كما يلي‎ R هي الدالة المعرفة على‎ f 

)@( هو المنحنى الممثل للدالة f‏ في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس ([,07) . 

1 ادرس إشارة f‏ على .R‏ 

2. ٠عين‏ نهايتي f‏ عند م- و عند + 

3.احسب fo‏ حيث f‏ هي الدالة المشتقة للدالة f‏ تحقق أن f00‏ و 0030 لهما نفس الإشارة. 

4 استنتج إتجاه تغير الدالة f‏ و انجز جدول تغيراتها. 

٠5‏ برهن أن 22-5 = رما 

ب) ادرس إتجاه تغير الدالة ‏ المعرفة على المجال | © : :-[ كما يلي QS) sy‏ - وم ». 

>( إنطلاقا من حصر العدد » المحصل عليه في الجزء الأول , أعط حصرا للعدد (»)]. 

د ) برهن أن المستقيم (D)‏ ذا المعادلة 2-5 -/1 مستقيم مقارب للمنحنى (©) بجوار م©+. 

حدد الوضع النسبي للمنحنى (&) و المستقيم (8). 
ا 


تمارين و حلول وذجية 


.(2cm (الوحدة‎ (O; í, f) والمنحنى )@( في المعلم‎ (D) ارسم المستقيم‎ ٠6 

7 عدد حقيقي أكبر تماما من و 

عبن المساحة AG)‏ للحيز المستوي المحدود با منحنى )€( محور الفواصل و المستقيمين 
ذوي المعادلتين x=0‏ و .3 -*. احسب نهاية (26)0 لا يؤول À‏ إلى ه+. 


حل 

الجزء الأول 

الدالة و معرفة على R‏ و 22-7 + 2e"‏ - )ق. 
1.حساب fmg@)‏ و 00وا 

لیا m2e=0‏ و (7-تايط إذن س-- موي 

و الديتا أيضنا 00+ = fim 2e"‏ و fim )2x-7(=+‏ إذن 0+ = وماق im‏ 
2ء الدالة و قابلة للإشتقاق على R‏ (لأنها مجموع دوال قابلة للاشتقاق على (R‏ 

و من أجل كل عدد حقيقي g(x) =2 +2 +x‏ 
لدينا من أجل كل عدد جقيقي × + er>0‏ 

2e"+2>0 + x من آل گل غد وتي‎ Jiwa 
g(%)>0 +x ينتج أن من أجل كل عدد حقيقي‎ 
. متزايدة تماما على‎ g إذن الدالة‎ 


جدول تغيرات الدالة يكون كالآتي 


3٠لدالة‏ م مستمرة على ۴ إذن ى مستمرة على المجال [1 : 0]. 

الدالة م متزايدة تقاما على R‏ إذن و متزايدة تماما على المجال [1 : 0]. 

لدينا 27- - (4) 8 و J(Q)=2e+2-7‏ أي 44ره-(0)ى إذن 0> (4)و. (3)01 
ما أن 8 مستمرة و متزايدة قاما على المجال | 1 : ل | و 0 > )2( )80 

فإن المعادلة 0= (×) ى تقبل حلا واحدا © حيث .1<a<1‏ 
٠4‏ دراسة إشارة g‏ على .R‏ 

إشارة g(x)‏ ملخصة في الجدول التالي 2 = )80 


الجزء الثاني 
الدالة f‏ معرفة على R‏ و f) = )2×-5()1- ۵ ١‏ 
1 ٠دراسة‏ إشارة f‏ على . 

إشارة f‏ ملخصة في الجدول التالي 


O ل‎ a2 
هاري‎ = o لدينا عد زه ل روه و سد )2-5 يول‎ 
fim إذن +=( )و‎ (fm )2×-5(=+ و‎ fm (-e"”)=1  اضيأ ولدينا‎ 

f من أجل كل عدد حقيقي × ؛ *7(9 -2) +2 = (٭)‎ ٠3 
f) = 215-7 نلاحظ أن من أجل كل عدد حقيقي ×> ؛‎ 


“ و بالتالي من أجل كل عدد حقيقي × ؛ : 
u‏ أن0 e">‏ على ۴ فإن f)‏ و ()8 لهما نفس الإشارة. : 
إشاة Fi‏ ملخصة في هدول الي | + + - a|‏ 
٠4‏ من جدول إشارة f'0)‏ ينتج أن : 
الدالة f‏ متناقصة على المجال [» Áo;‏ متزايدة على المجال ]+ ;»]. 
جدول تغيرات الدالة f‏ يكون كالآتي 
لدينا (“۵- 2-5()1) = f(e)‏ 


5 البرهان على أن 2-5 fe)‏ 
نعلم أن 0 -(0)م أي 20-7-0 +*268 ومنه 5-6 e"=‏ 
لدينا f)۵( = (2-5) - e”)‏ أو )2 - 5)(1- Qo‏ = يمار 


و بالتالي (2e. - E‏ = (0)كر بعد التبسيط ينتج أن 20-57 ع2 = به 
5-a‏ 


22 الي‎ RRs ae amene ome tea e 


ارين و حلول فوذجية 
ب) دراسة إتجاه تغير الدالة 6 على المجال š]‏ :=| 
لدينا sy‏ 89 = مم 

.[»:3[ o ñ الدالة‎ 


(2x - 5)(4x - 18)‏ 
و من أجل كل عدد × من | ق ;=| ' 7 f')= —— x‏ 
إشارة Ñx)‏ على R-{}‏ 
ملخصة في الجدول المقابل 9 Î * 3 a‏ 


: ينتج أن 0 < 6')0 
٠ :‏ على المجال Je]‏ و بالتالي الدالة ñ‏ متزايدة قاما على المجال | © : > [. 


جا — ft)‏ نعل أن 22-5 fe)=‏ 


لدينا 1<a<1‏ و Jfee)= f(a)‏ 
الدالة 6 متزايدة تماما على المجال 3 P:‏ و » ينتمي إلى هذا المجال 
إذن )2( f(0) < f() < ñ‏ يف 2 =(۸)0 و --2)4 
ما أن 660 02م و 1" 

.-3,57 > f )( > -2,67 أو‎ 2 >f) >-8 إذن‎ 

fim =(×)ڳ‎ +« GJ د)‎ 


fm [feo -(2x-5)] = ير‎ [(2x-5)e"] = fm [25] - o 


ينتج أن المستقيم (D)‏ ذو المعادلة 2x-5‏ = لا مستقيم مقارب للمنحنى (Z)‏ بجوار مه+. 
تحديد الوضع النسبي للمنحنى )2( والمستقيم (0). 

لذلك ندرس إشارة .fo)-(2x-5)‏ لديا © 2 
إشارة )5 - f(x) - (2x‏ ملخصة في الجدول المقابل. 


f= (2x-5) = - 


من الجدول السابق ينتج أن 
)@( تحت (o)‏ على المجال ]+ :ل [. 


(©) فوق )9( على المجال ]3 : = 
)@( يقطع (D)‏ في النقطة ذات الفاصلة 5. 


۰() يقطع محور 


٠الدالة f‏ تقبل قيمة صغرى f(e)‏ عند ». 


صل في النقطة © والنقطة ذات الفاصلة 


الحساب التكاملي 


الفوا 


5 
2 


3٠رسم‏ (€) و (0). 


تمارين و حلول موذجية 


7 الدالة f‏ سالبة على المجال 1 1 تن الخال |[ + ; Ë‏ 
إذن f(x) dx+ JOo)dx‏ - = (2)0. 
حساب التكاملين السابقين باستعمال المكاملة بالتجزثة: 

A0) - f° @x- 5)(1 - e") dx + f (2-51 - e”) dx 
و 1-۵ = لات‎ u()=2x-5 نضع‎ 
.۴ مستمرة على‎ v الدالة‎ R قابلة للإشتقاق على‎ u الدالة‎ 
و 6 +× = لنت‎ w(x)=2 إذن‎ 


z: (2x- 5()1 - e) dx = [(2x - 5)(x + e° = J2 («+ e") dx 
0 0 


nln 


= [(2x-5)(x +e") - (2 - 26 3 


nla 


= [(2x- 3)e* + 2 - 5x)J” = 


5 
2 (2x - 5)(1 - 3-13 ¿[a 
Jt x - 5()1 - e") dx = 262- 7 ينتج أن‎ 


° f Qx- 5()1 - e") dx = [(2x - SX + e) - (2 - 260 و[‎ 
: 2 

= [(2x- 3)e"+ وده‎ 

2 


2° + 4و2 - )5 22+ *22-3(6) = 


2 5 
[ (2x-5)(1 =e") dx = (2 - ينتج أن 25 + 20 - 5-^ + “ور‎ 
2 

A0) = - (2e 2-8) + 2 إذن 2 +22 - 51- ۸2+ و(3‎ 


8 +402 ليزه - 32 (2k 3)e*+‏ = 
و بالتالي ص [ 13 + ته - 2-5 + *و(3 - ^2( 4 = A0)‏ 
٠حساب‏ (20 fim‏ . 


im (2 - 5۸ - 4e'2 + + (= + و‎ jm )21-3(* =0 uJ 


. fim 24)02( =+ إذن‎ 


تمارين و مسائل 


حساب تكاملات باستعمال دوال أصلية 
@ احسب التكاملات التالية : 
2 4 
dx‏ (د + ل 5 × ج Jf‏ 
انوت PSl ay‏ ب موه 
(t+ 3) dt + f (3) ax‏ 


eos (2 + 3) dx 


cosx dx 


J sinê co0 dO + 


32 


JF 4 0 se e“ dx 
bn dx f 
Jo tdt ؛‎ J sir rat 
إستعمال خاصية الخطية‎ 

f ©‏ دالة معرفة على المجموعة )1 R-(-1;‏ 
كما بلى + = f=‏ 


1 أثبت أنه يوجد عددان حقيقيان »© وم 
عد ي × من *R-(-2;2)‏ 


f= 
fo ax استنتج التكامل‎ .2 


© 1 . تحقق أن من أجل كل عدد حقيقي × 
من *R-(-1;3)‏ 

ا ودس e‏ 1 

2-2-3 4(x-3) 4(x+ 1) 


.| — — ءاخسب‎ 
e 2 + 2 


© 1 . أوجد عددين حقيقيين ۵ و b‏ حيث من 
أجل كل عدد x‏ من R-(-1;0)‏ ؛ 


L مھ‎ 
tx+1 


x(x+4) x 


š 3‏ 
2. حسب التكامل *4 0+ له 


© عين ثلاثة أعداد حقيقية © . 6 s,‏ 
حيث من أجل كل عدد حقيقي ‏ يختلف عن 0 و 1- 
1 


s.‏ ی كان 
x tx+1‏ تر )1+( 
5 1 2 
ف ل 
احسب عندئذ التكامل ٥٣‏ و ۾ جر J‏ 
© .+ عدد حقيقي و ,| و را هما التكاملان 


: التاليان‎ 
ا عت‎ 
l= J sit dt 5 ا‎ cost dt 


اح رابا واا 


5 استنتج ,21 پا 
3. تحقق من صحة نتائج © بالتعبير عن cost‏ 
و sint‏ بدلالة ع2 .cos‏ 
استعمال علاقة شال 
@ احسب التكاملات التالية : 


f edax + f x= 2| dx 
2 x 
J, |2- |x 0 Jy sin t| dt 


@ 1 . احسب التكاملين التاليين : 

Jf, (2t+1)dt و‎ Jë 2t-1)dt 

2 استنتج حساب التكامل التالي ; Ñ r+ 1| dt‏ 
استعمال إيجابية التكامل 


© 1. نقبل أن من أجل كل عدد حقيقي t‏ موجب 
تماماء 1- h5‏ . 

استنتج» بدون حساب» إشارة التكامل 

1-lt)dt‏ ا عب كي ا 
2. تحقق أن الدالة غما جنع 

هي دالة أصلية للدالة sr ss.‏ 

على المجال ]+ : 0[ . 


استنتج حساب التكامل 08 tes - kt)‏ . 
431 
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حساب القيمة المتوسطة لدالة 
© في كل حالة من الحالات التالية. احسب القيمة 
المتوسطة u‏ للدالة f‏ بين هو ط. 


b=1 2 a=0 + f(x)=(x-2)e" .1 
b=0 ؛ دك‎ f(x)=xcosx+sinx 2 
b=e , a=1 + f@0=(2x-1)üx .3 
b=x% « a=0 + f(x) =c0s(2x-%) .4 
b=16 . a=1 + f(x)= Vx .5 
b=3 , a=-3 + f()=#-9 6 
»عط‎ , a=0 + f(a)= cof x 7 
bat û a50 1 f(x) = sin x .8 

المكاملة بالتجزئة 
@ احسب التكاملات التالية باستعمال المكاملة 
e' dt J t eost dt‏ 68-0[ 


Je + 3) cosx dx + Jx + 2) sinx dx 


at dt 4 ‘tlt dt 
1 1 
2 

j 4 dx t J xe" dx 


J (4x - 1) sim (22 - x) dx ؛‎ J, f ar 


@ احسب التكاملات التالية باستعمال المكاملة 


بالتجزئة مرة واحدة أو أكثر. 

flGP-t+Dedr + f te at 
J e'cost dt f fe" dt 
f 5 cos 3xe* dx i 11 e'simt dt 
J sm 2t qt 0 [YR lx dx 


حساب المساحات 

© المستوي منسوب إلى معلم متعامد 

و متجانس ( ,7 : 0) . 56 = ||| = |٣‏ 

1 ٠ارسم‏ المنحنى (&) الممثل للدالة f‏ المعرفة على 
R‏ كما يلي : × -× = )م . 

٠2‏ حسب ب cm?‏ ؛ مساحة الحيز المستوي المحدود 
بالمنحنى (Z)‏ محور الفواصل و المستقيمين ذوي 
المعادلتين 0 -*« و 1 .x=‏ 


© 1 ١ارسم‏ المنحنيين (/2) و (©) الممثلين 
للدالتين f‏ وى المعرفتين كما يلي : fe)=4‏ 
و أ = (») س في المستوي المنسوب إلى المعلم 
(0:7,7) المتعامد و المتجانس. 

٠2‏ حسب مساحة الحيز المستوي المحدود بالمنحنيين 
)€( و )€( و المستقيمين ذوي المعادلتين 
1 >< و .X=e‏ 

f ©‏ هي الدالة المعرفة على R‏ كما يلي : 
f(x) = ×۵‏ و ھ عدد حقيقي موجب تاما. 

1 . ارسم المنحنى (22) الممشل للدالة f‏ المستوي 
المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس T.T)‏ 0) 
الوحدة cm‏ 4. 

٠2‏ احسب مساحة الحيز (2)3 للمستوي المحدود 
با منحنى (€). محور الفواصل و المستقيم ذوي 
المعادلتين x=Ü‏ و .x=a‏ 


3٠حسب‏ نهاية (a)‏ عندما يؤول 3 إلى *+. 


تمارين و مسائل 


حساب حجم مخروط الدوران 

© مخروط رأسه ۸ و محوره (os)‏ و قاعدته 
القرص الذي مركزه 0 
و ارتفاعه . ط. (الشكل) 
احسب حجم ° 
هذا المخروط علما ol‏ 
نصف قطر قاعدته 
(R >0)‏ 


هو R‏ ؛ 


و 'OH=5$‏ 
مسائل 
9 المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس 
([,0:7) ؛ الوحدة «16. 
1 ٠ارسم‏ المنحنى )€( الممثل للدالة f‏ المعرفة 
كما يلي : )ين f=‏ 
على المجموعة ]+ :1[لا]1- Fe;‏ 
2 حسب dx‏ (1- )ا . 
٠3‏ احسب بنفس الكيفية +ك (1 +( fh‏ 
4 اعسب:مساحة الفين 7 المحدود بانع )2( 
و محور الفواصل و المستقيمين ذوي المعادلتين 
22 و x=3‏ 
f @‏ هي الدالة المعرفة كما يلي : 

يط - وار 
(2) هوالمنحنى الممثل للدالة f‏ في المستوي المنسوب 
إلى معلم متعامد و متجانس (O; í, J)‏ . 
(الوحدة هي cm‏ 1). 
درس تغيرآت الذالة af‏ 


٠2‏ حسب مساحة الحيز المستوي 7 المحدود با منحنى 
(€) و محور الفواصل و المستقيمين ذوي المعادلتين 


1=× و .x=e‏ 
f ®‏ دالة معرفة على *۴ كما يلي : 
ابلط .مد = وم . 

(€) هو المنحنى الممثل للدالة f‏ في المستوي المنسوب 
إلى معلم متعامد و متجانس ([,1: 0) . 
m‏ عدد حقيقي حيث 1 < .m‏ 
یرمز (m)‏ ۸ إلى التكامل dx‏ ا گ- ×2 
1 ٠احسب (m)‏ 28 باستعمال المكاملة بالتجزئة. 
٠2‏ احسب» إن وجدت, نهاية A (m)‏ 
عندما يؤول m‏ إلى + . 
مسحي R‏ كما يلي : 

. f(x) = (2x- 1) i 
RITA ا‎ 
. )0 Í, J) إلى معلم متعامد و متجانس‎ 
.)2 cm (الوحدة‎ 
. f أدرس تغيرات الدالة‎ ٠1 
2.ارسم المنحنى )€( في المعلم السابق.‎ 
عدد حقيقي أكبر قاما من ل‎ 2.8 
مساحة الحيز المستوي المحدود‎ A )3( و‎ 
با منحنى )€( و محور الفواصل و المستقيمين‎ 
4 ذوي المعادلتين‎ 


دودو ةكب 


. بواسطة المكاملة بالتجزئة. احسب المساحة (۸) A‏ 
بدلالة ۸. 

wl,‏ (0 مسال 

4 نعتبر الدالتين 6 و H‏ المعرفتين على R‏ 

كمايلي : **© *(1 + ×2) = () ۸ 

و Se“‏ دق )د وام 

. بيّن أن الدالة H‏ هي دالة أصلية للدالة ñ‏ على 1. 
٠5‏ ليكن 5 الحيز المستوي المحدود بالمنحنى )2( 
ومحور الفواصل و المستقيمين ذوي المعادلتين 


= ml. 
x= و‎ x=-2 


يرمز ۷ إلى حجم المجسم المولد من دوران الحيز 5 حول 
حور القواصل: 

نذكر أن v‏ معبر عنه كما يلي: ٠۵×‏ |00) 6[ |2 ,× = ب 
. عيّن القيمة المضبوطة للحجم ۷ بواسطة وخدة 
الحجوم ثمّ قيمة مقربة للحجم v‏ إلى 10. 

f @‏ هي الدالة المعرفة كما يلي : 

f(x)= xf ||‏ إذا کان “عع و ۴)0(=0. 
1 .هل الدالة f‏ مستمرة عند العدد 0 ؟ 

هل هي قابلة للاشتقاق عند 0 ؟ 

(€) و ارسم المنحنى‎ f ادرس تغيرات الدالة‎ ٠2 
في المستوي المنسوب إلى معلم‎ f الممثل للدالة‎ 
.)9 :1,[( متعامد و متجانس‎ 

٠ 3‏ باستعمال المكاملة بالتجزئة. احسب المساحة 7 
للحيز المستوي المحدود با منحنى (€) و محور الفواصل 
و المستقيمين ذوي المعادلتين ل x=‏ و 1 .x=‏ 


f <; ©‏ الدالة المعرفة على R'‏ كما يلي : 
f (=× ||‏ إذا كان ]+ : xe]0‏ و .f(0)=0‏ 
1 »درس استمرارية الدالة f‏ و قابلية اشتقاقها على 
المجال ]+ : 0]. 
2٠ادرس‏ تغيرات الدالة f‏ ارسم المنحنى (€) 
الممثل للدالة f‏ في المستوي المنسوب إلى معلم 
متعامد و متجانس ([,0:۲). 
3 عدد حقيقي من المجال ]1 .J0;‏ 
احسب» باستعمال المكاملة بالتجزئة؛ المساحة 
A(t)‏ للحيز المستوي المحدود با منحنى )2( 
و محور الفواصل و المستقيمين ذوي المعادلتين 

.x=t x <> 1 


. fim a (t) احسب‎ 


